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A characterization of the commutative local rings on which every finitely 
generated modules is a direct sum of cyclic submodules is given. This charac- 
terization is of the same type as the similar characterization of I. Kaplansky for 
valuation rings. 
Dans son livre “Infinite Abelian Groups,” Kaplansky signale l’intCr&t de 
la recherche des anneaux ayant la propriete que tout module de ty’pe$ni soit 
somme directe de modules monogenes. Dans [3], il prouve que d’autres 
anneaux commutatifs que ceux obtenus par sommes directes finies d’anneaux 
principaux, integres ou non, possedent cette propriete. Ces anneaux, qui 
sont appeles anneaux de valuation presque maximaux, sont caracterises par 
une condition du type “theoreme chinois.” Dans [5], Matlis indique une 
caracterisation plus intrinseque de ces anneaux faisant appel 8 la notion 
d’enveloppe injective. Enfin dans [6], Matlis donne une reciproque dans le 
cas local integre, a savoir: si un anneau local integre A est tel que tout 
A-module de type fini soit somme directe de modules monogenes, A est un 
anneau de valuation presque maximal. 
Cet article donne une caracterisation simple des anneaux locaux commu- 
tatifs A non nbcessairement intEgres sur lesquels tout module de type fini est 
somme directe de modules monogenes. La methode utilisee est la suivante: 
on commence par montrer que si tout ideal de type tini et tout A-module de 
presentation finie sont sommes directes de modules monogenes l’anneau 
* This research was finished while the author was supported partially by the 
Fulbright-Hays Grant. 
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local A est arithme’tique, i.e. tel que tout ideal de type fini soit principal, et 
reciproquement que si l’anneau local A est arithmetique tout A-module 
de presentation finie est somme directe de modules monogenes. On cherche 
ensuite a interpreter le fait que tout A-module de type fini est somme directe 
de modules monogenes. A cet effet, on utilise le fait qu’un tel module est 
limite inductive de modules de presentation finie. Comme, si un anneau 
possede la propriete, tout quotient de l’anneau la possede, on peut se limiter 
a la seule consideration des modules $d>Zes. On obtient une condition neces- 
saire et suffisante en exprimant, d’une part, la fidelit& qui se traduit par 
I’existence d’une solution par paires d’un systeme de congruences et, d’autre 
part, l’existence d’un facteur direct libre de rang 1, qui se traduit par l’exis- 
tence d’une solution globale du systeme de congruences. 
Une remarque favorable, qui apparait d’ailleurs nettement dans le cas 
integre dans [6], est que, si tout module engendre par deux elements est 
somme directe de modules monogenes, il en est de mCme de tout module de 
type fini. 
Signalons enfin qu’il est possible de globaliser certains resultats. C’est 
ainsi que si l’anneau commutatif A est tel que tout ideal de type fini et tout 
A-module de presentation finie soient sommes directes de modules mono- 
genes, il est arithme’tique, i.e. tel que tous ses localises en des ideaux premiers 
soient arithmetiques, ce qui n’est pas evident dans le cas d’un anneau non 
integre. D’autre part, il est possible d’etendre certains resultats au cas non 
commutatif. Certains des resultats ont ete annonces dans une note aux 
Comptes Rendus de 1’AcadCmie des Sciences de Paris [4]. 
I. NOTATIONS ET RAPPELS 
Les anneaux ont un Clement unite non nul. Les modules sont unitaires. 
Un anneau, non necessairement commutatif, A est dit local s’il a un seul 
ideal a gauche maximal m. Cet ideal est bilatere puisqu’il est le radical de A. 
11 est l’ensemble des elements non inversibles et I’unique ideal a droite 
maximal de A. L’anneau quotient A/m est un corps non necessairement 
commutatif, appele corps residue1 de A. 
Les elements e, ,..., e, d’un A-module ?I gauche (resp. a droite) E de type 
fini forment un systeme (resp. un systeme minimaE) de generateurs de E si 
et seulement si leurs classes modulo mE forment un systeme de generateurs 
(resp. une base) du A/m-espace vectoriel a gauche (resp. a droite) E/mE. 
La proposition qui suit est classique 
PROPOSITION 1.1. Soit A un anneau local. Les assertions suivantes sont 
iquivalentes: 
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1 .d (resp. 1.g): tout ideal h droite (resp. a gauche) de typefini est principal. 
2.d (resp. 2.g): tout ideal a droite (resp. a gauche) engendre’ par deux t%- 
ments est principal. 
3.d (resp. 3.g): l’ensemble des ideaux a droite (resp. 6 gauche) de A est 
totalement ordonne’ par inclusion. 
4.d (resp. 4.g): l’ensembb des ideaux principaux h droite (resp. a gauche) 
de A est totalement ordonne’ par inclusion. 
Preuve. Ces equivalences sont classiques. 11 est evident que 1.d implique 
2.d et que 3.d implique 4.d. Le fait que 2.d implique 1.d se voit aisement 
par recurrence sur le nombre d’elements d’un sysdme de generateurs de 
l’ideal. Prouvons que 4.d implique 3.d: supposons que l’ideal a droite b ne 
soit pas contenu dans l’ideal a droite a. Si b est un Clement de b non dans a, 
pour tout Clement a de a, on a l’inclusion aA C bA. 11 en resulte que l’ideal a 
est contenu dans I’idCal bA et done, a fortiori, dans b. 
11 est clair que 4.d implique 2.d. Pour prouver que 2.d implique 4.d, il 
suffit de prouver que si l’ideal a droite aA + bA, oh a et b sont des elements 
de A, est principal il est engendre par un de ces elements. Si cet ideal est 
engendre par c, il existe des elements u, v, w, z de A tels que 
a = cu, b = cv, c = aw + bz 
On en deduit l’egalite 
c(l - uw - zm) = 0 
Le cas oh c est nul &ant evident, on peut supposer c non nul. L’elCment 
1 - uw - vz appartient done a l’ideal m. Un des elements u et v n’appartient 
done pas a l’ideal m. Si, par exemple, u n’appartient pas a m, a est un 
generateur de l’ideal aA + bA. 
DEFINITION. Si I’anneau local A satisfait a I’une des assertions Cquiva- 
lentes l.d, 2.d, 3.d ou 4.d on dit qu’il est arithmetique a droite. 
La definition d’un anneau local arithmetique a gauche est analogue. 
L’anneau local/f est dit arithmetique si il est arithmetique a droite et a gauche. 
Dans le cas oh l’anneau local A est commutatif integre, il est arithmetique 
si et seulement si il est de valuation. 
Dans [l, exercice 10, 141 est suggere un exemple d’anneau local commutatif 
arithmetique non quotient d’un anneau de valuation. Malheureusement, 
comme me l’a fait remarquer Cahen, l’anneau indique est bien quotient d’un 
anneau de valuation. 
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II. MODULES DE PRESENTATION FINIE 
Le but de ce paragraphe est de prouver (theoreme 11.1) que, si tout ideal 
de type fini (a droite et a gauche) et tout module de presentation finie de 
l’anneau local A sont sommes directes de modules monogenes, I’anneau local 
A est arithmetique. La preuve s’obtient en considerant les modules de prben- 
tation finie engendres par deux elements avec une seule relation fondamentale. 
PROPOSITION 11.1. Soit A un anneau local non necessairement commutatif. 
L’assertion 5.d (resp. 5.g): tout ideal a droite (resp. h gauche) engendre’par 
deux elements et tout A-module h gauche (resp. a droite) de prtkntation jinie 
engendre’ par deux e’lt!ments sont sommes directes de modules monogtkes implique 
l’assertion 2.d (resp. 2.g). 
Preuve. Nous aurons a utiliser le lemme suivant: 
LEMME. Soient x et y deux e’ltkments de l’ideal maximal m de A, E le 
A-module a gauche quotient du A-module a gauche libre de base el et c2 par le 
sous module engendre par l’element h = xc1 - ye2 . Si e, et e2 designent les 
images de c1 et c2 dans E, la condition Ae, n Ae, = (0) equivaut h la nullite’ 
d’un des elements x et y. 
11 suffit, en effet, d’ecrire que xe, = 0 puisque xe, appartient a Ae, n Ae, . 
On a 
xel = zh = Z(XC, - YE& 
oh z appartient a A. On en deduit les CgalitCs (1 - X)X = 0 et zy = 0. Si z 
appartient a m, x est nul. Si z n’appartient pas a m, y est nul. 
Prouvons l’implication non 2.d implique non 5.d. Supposons done qu’il 
existe un ideal a droite non principal engendre par deux elements x et y de A. 
Si l’ideal XA + yA n’est pas somme directe de modules monogenes, non 5.d 
est verifie. 11 suffit done d’envisager le cas oh cet ideal est somme directe de 
modules monogenes et done de deux modules monogenes. 11 est clair que, 
quitte a changer de generateurs, on peut supposer 
xA+yA =xA@yA. 
Soit alors E le A-module de presentation finie engendre, comme dans le 
lemme, par deux elements e, et es avec pour seule relation fondamentale 
xe, = ye, . On va prouver qu’il n’est pas somme directe de modules 
monogenes. 
Si ce A-module E etait somme directe de modules monogenes, il serait de 
la forme 
E=Af,OAfz 
SOMME DIRECTE DE MODULES MONOGilNES 579 
avec des formules: 
fl = ale1 + a2e2 , el = CA + c2f2 ; 
.f2 = he1 + b2e2 , e2 = 4fi + d2f2 .
Commenqons par prouver, pour pouvoir appliquer le lemme, que E est 
dCfini g partir du systkme de gCnCrateurs fi et ,f2 par la seule relation fondu- 
mentale 
(xc1 - yd,) f, = (-xc2 + A) f, 
dkduite de la relation 
xe, = ye, . 
Soit, en effet, xlfi = 0 une relation, le cas d’une relation ylf2 = 0 se traitant 
de man&e analogue. On en dCduit 1’CgalitC 
xlalel = -xlu2e2 
et done l’existence d’un ClCment Y de A tel que 
Xlfzl = YX et -x$22 = ry. 
Mais, on dCduit de la relation 
(1 - wl - c2h) el = ha2 + c2b2) e2 
l’appartenance h I’idCal m de 1’ClCment clul + c,b, - 1. On peut done 
supposer que clul n’appartient pas i3 m. 11 est licite de supposer a, = 1, en 
sorte que 
x1 = YX et -x1u2 = ry. 
On en dCduit 
x&l + a24 = y(q - ydl). 
Mais on dCduit de la relation 
(1 - ulcl - a2dl) fi = 0 
Ie fait que I’CICment c1 + a,d, n’appartient pas 2 m et est done inversible. 
Ainsi 1’CEment x1 est bien un multiple de 1’ClCment xc1 - ydl . 
Ceci &ant, le lemme montre que l’on a l’une des Cgalitks 
xc1 - ydl = 0, -xc2 + yd, = 0. 
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Mais c1 est inversible et la premiere CgalitC impliquerait l’inclusion xA CyA. 
D’autre part, les elements ca et da ne peuvent appartenir tous deux a m en 
raison de la relation 
(1 - b,c, - bad,) fa = 0 
Ainsi dans tous les cas on aurait soit l’inclusion xA C yA soit l’inclusion 
yA C xA, contrairement au fait que l’ideal xA + yA n’est pas principal. 
PROPOSITION 11.2. Soit A un anneau local non necessairement commutatif. 
On suppose que tout ideal a gauche de type jini est principal. Alors, tout 
A-module a gauche de presentation finie est somme directe de modules monogenes. 
De plus, on peut choisir cette representation comme somme directe de modules 
monogtkes en sorte qu’un des elements d’un systkme minimal de gt%rateurs 
d’annulateur minimal engendre un des facteurs directs. 
Preuve. La preuve se fait par recurrence sur le nombre n d’elements 
d’un systeme minimal e, ,..., e, de generateurs du A-module de presentation 
finie E. Soit 
I 
xllel + a** + xlne, = 0 
(Ii) i 
xmlel + --- + x,“e, = 0 
un systeme fondamentalJini de relations. 
L’idCal a gauche 
Ax,l + ... + AxIn + ... + Ax,l + ... + Ax,” 
est principal engendre par un des elements xii comme il resulte de 4.d. If 
est loisible de supposer qu’il est engendre par I’ClCment xrl. Posons xij = y&l 
et 
el’ =el+y12e2+~~~+yl’ze, 
La premiere relation (R) s’ecrit Xrler’ = 0. Les autres deviennent des relations 
ne faisant plus intervenir que les elements e2 ,..., e, . Ainsi E est somme 
directe du A-module monogene Ae,‘, isomorphe a A/Ax,l, et du A-module 
de presentation finie Ae, + ... + Ae, . 
I1 est possible de condenser les propositions II.1 et II.2 sous la forme 
suivante. 
THBORBME 11.1. Soit A un anneau local non nkessairement commutatif. 
Les assertions suivantes sont equivalentes: 
i) L’anneau local A est arithmetique. 
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ii) Tout ideal a droite de type fini et tout ideal a gauche de type fini sont 
sommes directes de modules monogenes et tout A-module h droite et tout A-module 
h gauche de presentation fkie sont sommes directes de modules monogenes. 
On peut sans doute esperer obtenir des resultats analogues dans le cas oh 
l’anneau A est non plus local mais primaire, i.e. tel que son quotient par le 
radical soit un anneau simple (artinien). Faute de tels r&&tats, nous allons 
nous limiter pour des resultats globaux au cas commutatif. 
Soit S une partie multiplicative d’un anneau commutatif A. Disons qu’un 
S-lA-module M provient d’un A-module N si le S-lA-module S-lN est 
isomorphe au S-lA-module M. 
PROPOSITION 11.3. Soient A un anneau commutatzf, S une partie multi- 
plicative. 
Un ideal de type fini de S-IA provient d’un ideal de type Jini de A. Un 
S-IA-module de presentation jinie provient d’un A-module de presentation 
Ji nie. 
Preuve. 11 est classique qu’un ideal de S-lA provient d’un ideal de A. 
Un ideal de type fini b de S-IA provient d’un ideal de type fini a de A: il 
suffit de prendre a = (b, ,..., b,) si les elements b,/l,..., b,/l forment un 
systbme de generateurs de b. 
Soit maintenant M un S-lA-module de presentation finie. Posons 
B = S-lA. On a une suite exacte: 
oh la matrice de u par rapport aux bases canoniques de B* et Br est de la 
forme (aij/s) oh aij appartient a A et s a S. Posons 
6 = d,a et q = i&s 
oh d, (resp. d,,,) est l’homothetie bijective de rapport s (resp. I/s) de B7. 
La suite 
est exacte et la matrice de v par rapport aux bases canoniques est (aJ1). Soit 
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alors ~1 l’application A-lineaire de An dans Ar de matrice (Q). Si N est le 
conoyau de V, la commutativite du diagramme 
montre que M provient de N. 
On en deduit le resultat global suivant 
TH~ORBME 11.2. Soit A wt. anneau commutatif. 
Si tout A-module de prbentation jnie et tout ideal de type jini de A sont 
sommes directes de modules monogenes (en particulier, si tout A-module de type 
jini est somme directe de modules monogknes), l’anneau A est arithmetique, i.e. 
tel que tous ses local&s en des ideaux premiers soient arithmetiques. 
Ce resultat est evident dans le cas d’un anneau integre mais ne l’est pas, 
a priori, dans le cas general. 
III. QUELQUES RPSULTATS SUR LA PURETB 
On sait que la notion de purete est un affaiblissement de celle d’Ctre un 
facteur direct et qu’il est souvent commode pour prouver qu’un sous module 
est facteur direct de commencer par prouver qu’il est pur. Cette methode 
est employee dans [3]. Nous operons dans un esprit analogue. 
Soient A un anneau, E un A-module a gauche de type fini, el ,..., e, un 
systeme de generateurs de E. Soit 
Lice 1 >*.-> e,) = xilel + ... + xine, = 0 (iEI) 
un systeme fondamental de relations, index6 par un ensemble d’indices I. 
Si J est une partie de I, on note E cJ) le A-module engendre par des elements 
w 6 ,.-., e, ($) satisfaisant aux relations 
L$(eIJ),..., ef)) = 0 (in J) 
Si J contient J’, soit fJ,, la surjection canonique de E(s’) sur EC’). 11 est clair 
que le A-module E est la &mite inductive du systeme inductif (Et’), fJJ,) 
quand J et J’ parcourent l’ensemble des parties Fnies de I et que la surjection 
canonique de Et” sur E applique I’ClCment eLJ’ sur 1’ClCment e, (r = l,..., n). 
Si A est commutatif, il est clair que la$deZitd du A-module E Bquivaut B celle 
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des A-modules de presentation finie EcJ) quand J parcourt l’ensemble des 
parties finies de I. 
Rappelons quelques proprietes classiques de la puret.4: 
Un sous module F d’un A-module a gauche E est dit pur si, pour tout 
A-module a droite G, le produit tensoriel lo @i oti i designe l’injection 
canonique de F dans E est injectif. 
Comme tout A-module a droite est limite inductive de A-modules a droite 
de presentation finie et comme le produit tensoriel commute aux limites 
inductives, on voit que l’on peut, dans cette definition, se limiter aux A- 
modules a droite G qui sont de presentation iinie. Si l’anneau A est local 
arithme’tique h droite, on a vu qu’un tel module Q droite de presentation finie 
est somme directe de sous A-modules a droite de la forme A/a oh a est un 
ideal a droite principal. Ainsi, dans ce cas, le sous module F du A-module a 
gauche E est pur si et seulement si pour tout ideal a droite principal a = aA, 
le produit tensoriel Ia,= @j est injectif. On en deduit 
PROPOSITION 111.1. Si l’anneau local A est arithmetique a droite, le sous 
A-module F du A-module a gauche E est pur si et seulement si, pour tout element 
a de A, on a 1 ‘egalite’ 
aEnF=aF 
On retrouve dans ce cas la caracterisation classique de la purete pour les 
anneaux principaux. 
Supposons, d’autre part, que le A-module a gauche E soit annul6 par 
l’ideal bilatere a. On peut alors considerer E comme un A/a-module a gauche. 
Dire que le sous A-module F est pur dans E revient a dire que F est pur en 
tant que sous Ala-module de E: ceci resulte de ce que si H est un A-module 
a gauche annul6 par a et si G est un A-module Q droite, G BA H est 
isomorphe a G @A A/a @A H et done a G/aG @A H, ce qui montre que 
pour exprimer la purete de F dans E en tant que A-module, on peut se 
limiter aux tensorisations par des modules a droite G qui sont annul& par a. 
D’autre part, si G et H sont des A-modules respectivement a droite et Q 
gauche annul& par a, on a un isomorphisme de A/a-modules de G BA H 
et de G gala H. 
PROPOSITION 111.2. Soit A un anneau local commutatif arithme’tique. 
Soient E un A-module de type$ni, e 1 ,..., e, un systkmejini de generateurs de E. 
I1 existe un indice i tel que, d’une part, l’annulateur de l’.&ment e, soit igal h 
l’annulateur de E et, d’autre part, le sous module Aei soit pur dans E. 
Preuve. Dans le cas oh le module E est de prckntation jkie, ceci resulte 
de la proposition 11.2. Dans le cas general, nous reprenons les notations du 
481/17/4-9 
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debut du $111, oti Z indique les relations entre les ei . On pro&de alors 
comme suit : 
On peut, compte tenu des remarques sur la purete, supposer que le 
A-module E est jdele. 
Soit @ l’ensemble (infini) des parties finies de I. Soit #r l’ensemble des 
parties finies J de Z telles que l’annulateur de e:‘) soit (0) et que Aey) 
soit facteur direct dans EcJ). La proposition II.2 affirme que @ = #i u ... u &. . 
D’autre part, si J appartient 5 #r et si J’ est contenu dans I; il est clair que 
J’ appartient, a fortiori, a z/r . L’assertion de la proposition resulte alors de 
ce qu’une limite inductive filtrante de sous modules purs est un sous module 
pur, compte tenu du lemme ensembliste ci dessous. 
LEMME. Soit @ un ensemble ZNFZNZ de parties d’un ensemble I. On suppose 
@ stable par reunion $nie. 
Si @ est la r.4union #1 U ..’ U z& , ou chaque sous ensemble Z/J, contient avec 
tout ensemble J tout sous ensemble de J, il existe un indice r tel que @ soit egal 
2 9% * 
Preuve du lemme. S’il n’en etait pas ainsi, il existerait pour tout r = l,..., 12 
un Clement Jr n’appartenant pas a I+$. . Mais alors J1 u ... u Jr appartiendrait 
a @, suppose stable par reunion finie, et n’appartiendrait a aucun 9,. . 
Nous aurons a utiliser dans le paragraphe I’ certains resultats permettant 
d’affirmer que certains sous modules monogenes de modules engendres par 
deux elements sont facteurs directs. 11 est vraisemblable qu’il est possible 
de donner une forme plus generale a la proposition ci dessous. 
PROPOSITION 111.3. Soient A un anneau local arithmktique commutatif, 
E un A-module somme directe de deux modules monogknes. 
Si l’elementf de E engendre un sous module pur dont l’annulateur est l’annula- 
teur de E, il engendre un facteur direct de E. 
Preuve. Soit E = Ae, @ Ae, oh I’annulateur de ei est a, celui de es est b. 
Si l’element f = ce, + de, engendre un sous module pur, il fait partie d’un 
systeme minimal de generateurs de E, comme on le voit par exemple en 
tensorisant par le corps residue1 de A. 11 en resulte que c ou d n’appartient 
pas a l’ideal maximal m de A. 11 est done loisible de supposer c = 1 en sorte 
que f = e, + de, . On verifie immediatement que l’annulateur de f est 
l’intersection de a et du transporteur (b : d) de d dans b. 
Cas 1. L’ideal a est contenu dans l’ideal b. 
L’annulateur de f est alors a, c’est-a-dire l’annulateur de E. Le A-module 
est alors somme directe de Af et de Ae, car f et ea engendrent E et une CgalitC 
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uf = 6e, implique 1’CgalitC ae, = (6 - ad) e2 et, par suite, a appartient a 
l’annulateur a de e, et de f. 
On remarquera que, dans cecas, l’on n’a pas eu a faire intervenir d’hypothese 
de purete. 
Gas 2. L’idbal b est contenu strictement dans l’idkal a. 
L’hypothese que l’annulateur de f est Cgal a celui de E, c’est-a-dire b, 
montre que b = a n (b : d), c’est-a-dire que b contient a n (b : d) et done 
que si l’element a de a est tel que ad appartienne Q b il est Clement de b. 
La purete de Af implique l’egalite E = Af @ Ae, . En effet, soit a un 
element de a non dans b. L’element ad n’appartient pas B l’ideal b et done 
adez est non nul. On a l’egalite af = ade, . La purete de Af implique l’existence 
d’un Clement b de A tel que uf = b(ad) f, soit (u - adb) f = 0. Ainsi a - adb 
est Clement de b et il en est de m&me de ad(1 - bd). Comme ad n’appartient 
pas a b, l’element 1 - db doit appartenir a m car sinon il serait inversible. 
Done, d est inversible et 
d-If = d-le, + e2 
On est ramene au Cas 1 par Cchange de e, et e2 et Af est facteur direct dans E. 
Remarque. Dans [3, preuve du theoreme 141, Kaplansky indique qu’un 
Clement e, d’un systeme de generateurs d’un module de type jini E sur un 
anneau de valuation A engendre un sous module pur d&s que son annulateur 
est Cgal a celui du module. I1 y a lieu de preciser que ceci n’est exact que si 
l’anneau de valuation A est de hauteur 1. Soit, en effet, A un anneau de 
valuation de hauteur au mains 2 et soit p un ideal premier de A distinct de 
l’ideal maximal m de A et de (0). Soit E le A-module Ae, @ Ae, oti l’annula- 
teur de e, est m, celui de e, est p. Soit d un element de m non dans p et soit 
f = e, + de, . Les elements f et e2 forment un systeme minimal de genera- 
teurs de E et l’annulateur de f est p, c’est-a-dire l’annulateur de E. On va 
prouver que le sous module Af n’est pas pur. Si u est un Clement de m, 
uf = ude, . La purete de Af impliquerait done une CgalitC uf = uSdf avec b 
Clement de A, soit ~(1 - bd) f = 0. L’inversibilite de 1 - bd implique 
l’appartenance de u a p. 11 suffit de prendre u dans m mais non dans p pour 
obtenir une contradiction. On remarquera que, dans cet exemple, f et e2 
ont tous deux pour annulateur l’annulateur de E. Un seul, d savoir, e2 , 
engendre un sous module pur. 
IV. MODULES ENGENDR~ PAR DEIJX ~L$MENTS 
Afin de simplifier les notations dans le cas particuliers de moules engendres 
par deux elements, nous modifions les notations de III comme suit: duns 
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tout ce paragraphe, E d&&we le A-module engendri par deux tle’ments e, et e2 
satisfaisant ci des relations 
xiel = yie, (iEI) 
ou xi et yi sont des t%ments de l’ideal maximal m de l’anneau local arithmetique 
commutatif A. La notation EtJ’ oh J est une partie (finie) de I a la m&me 
signification que dans III. 
LEMME IV. 1. Les assertions suivantes sont equivalentes: 
i) Le sous module Ae, est isomorphe a A et est facteur direct de E. 
ii) I1 existe un element b de A tel que yi = bxi pour tout i de I. 
Preuve. i) implique ii): on suppose E = Ae,’ @ Ae, oh e, = ce,’ + be, . 
La relation xiel = yie, s’ecrit 
xicel’ + (bxi - yi) e2 = 0 
On deduit des hypotheses l’egalitt bxi = yi . 
ii) implique i): on pose e,’ = e, - be, et on verifie que E = Ae,’ @ Ae, . 
LEMME IV.2. Les assertions suivantes sont equivalentes: 
i) Le A-module E est$dtYe. 
ii) Apt% permutation kventuelle de e, et e2 , il existe, pour toute partie 
finie J de I, un element btJ) de A tel que 
pour tout i de J. 
Preuve. On rappelle que l’assertion i) est equivalente a la fidelite du 
A-module EtJ) pour toute partie finie J de I. 
i) implique ii): soit, en effet, June partie finie de I. On deduit de la proposi- 
tion II.2 et du lemme IV.1 soit l’existence d’un Clement bcJ’ de A tel que 
yi = b(J),, pour tout i de J soit l’existence d’un Clement cfJ) de A tel que 
xi = P)y, pour tout i de J, suivant que Aei3’ ou AeiJ’ est facteur direct 
isomorphe a A. Le lemme III oti & est l’ensemble des parties finies J de I 
telles que AeLJ) soit facteur direct de E isomorphe a A donne le rtsultat. 
ii) implique i): en effet, l’existence de l’element bcJ) implique que AeiJ’ est 
facteur direct de E(J) d’annulateur 0 et done la fidClitC de EtJ) pour toute 
partie finie J de I. 
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PROPOSITION 1V.I. Soit A un anneau local arithme’tique commutatif. 
Les assertions suivantes sont Lquivalentes: 
i) Tout A-module fidt2e engendre’ par deux &ments est somme directe 
de modules monogknes. 
ii) Pour toute famille (xi , y&d e couples d’t%ments de 1 ‘id&al maximal m 
de l’anneau A, l’existence pour toute partie jinie J de l’ensemble d’indices I d’un 
e’lthent bcJ) de A tel que 
yi == b’-“xi 
pour tout i de J, implique l’existence d’un Gment b de A tel que yi = bxi pour 
tout i de I. 
Preuve. i) implique ii): soit, en effet, (xi , y& une famille de couples 
d’elements de m tels que, pour toute partie finie J de 1, il existe un Clement 
b’-‘) de A satisfaisant a yi = btJ)xi pour tout i de J. 
Considerons le A-module E engendre par les elements e, et ea avec les 
relations xiel = yie, (i E I). L’existence de 1’ClCment btJ) pour la partie finie 
J de 1 implique la fidelit de W). Ainsi, le A-module E est fiddle. 11 est done 
somme directe Afi @ Afi de deux modules monogenes, l’annulateur de f,, 
Ctant (0). On a des formules 
fl = ale1 + he2 
fi = he, + be, 
oh il est loisible de supposer 
On en deduit 
a,b, - a,b, = 1. 
el = b2fl - a& , 
e2 = --b,f, + alfi . 
La relation xiel = yie, implique la relation (xib, + yib,) fi = 0. Par cons& 
quent, x,b, = -yib, . L’un des elements b, et b, n’appartient pas 21 m et est 
done inversible. Si b, est inversible, on voit que yi = bxi pour tout i de I si 
b = --bTlb, . Si b, n’etait pas inversible, b, le serait et on await une CgalitC 
xi = cyi pour tout i de I. Mais, utilisant la relation yi = b(i)xi dans le cas 
ou xi est non nul, ce qu’on peut toujours supposer, on voit que c est inversible. 
ii) implique i). Si E est le A-module engendre par deux elements e, et ea 
avec les relations xie, = yie, , sa fidelit se traduit par l’existence pour toute 
partie finie de J de I d’un Clement b w tel que yi = bcJ)x, pour tout i de J ou 
une CgalitC analogue par Cchange des xi et des yi . On deduit de ii) l’existence 
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d’un ClCment b de A tel que yi = bxi pour tout i de I qui exprime l’existence 
d’un facteur direct monoghe de E. Comme E est engendrt par deux Clements, 
il est somme directe de modules monoghes. 
PROPOSITION IV.2. Soit A un anneau local commutatif. 
Les assertions uivantes sont equivalentes: 
i) Tout A-module engendrk par deux t%!ments est somme directe de 
modules monogenes. 
ii) L’anneau A est arithmetique et, pour tout ideal a de A, toute famille 
(xi , yi), indexee par un ensemble d’indices I, de couples d’elements de l’ideal 
maximal m de A, l’existence pour toute partie finie ] de I d’un element btJj de A 
tel que yi = btJ’xi modulo a pour tout i de J equivaut h l’existence d’un &ment 
b de A tel que yi = bx, modulo a pour tout i de I. 
Preuve. On remarque que la condition i) est Cquivalente g la condition i’): 
Pour tout ideal a de A, tout Ala-module jdele engendre’ par deux elements 
est somme directe de modules monogtkes. 
i) implique ii): soit E le A-module Ae, + Ae, avec les relations 
xiel - yie2 = 0 
ael = 0 
ae, = 0 
Le A-module E est de la forme A2/(aA2 + R) oh R est le sous module de A2 
engendrC par les ClCments xahl - ytez oh c1 , l s dCsigne la base canonique 
de A2. 11 en rCsulte que E est le A/a-module (A/a)2/R oh R est le A-module 
engendrC par les ClCments F& - yic2 oh ji;i et yi dhignent les classes respec- 
tives de xi et yi modulo a et ~1 et g2 les Gments de la base canonique de 
(A/a)2. 11 est done engendrC par deux ClCments F~ et z2 avec les relations 
%& = yic2. 11 est fid&.le en raison des CgalitCs jii = 6(‘$ pour toute partie 
finie J de I et tout i de J. 11 rCsulte alors de la proposition IV.1 qu’il existe 
un ClCment 6 de A/a tel que yi = 6~~ pour tout i de I. 
ii) implique i): si a est I’annulateur du A-module E engendrC par deux 
&ments, E est un A/a-module fiddle. I1 est done somme directe de modules 
monogtnes en vertu de la proposition IV.1. 
V. MODULES DE TYPE FINI 
On va prouver, en utilisant des idles d’1. Kaplansky, la proposition suivante. 
PROPOSITION V.l. Soit A un anneau local commutatif. 
Les assertions uivantes sont equivalentes: 
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i) Tout A-module engendre’ par deux e’lkments est somme directe de 
modules monogknes. 
ii) Tout A-module de type jini est somme directe de modules monoglrres. 
Preuve. ii) implique i): evident. 
i) implique ii): la preuve se fait par recurrence sur le nombre n d’elements 
d’un systeme minimal de generateurs de E. Soit e, ,..., e, un tei systeme. On 
peut supposer que 1’ClCment e, engendre un sous module pur d’annulateur 
l’annulateur de E (proposition 111.2). Le A-module F = E/Ae, admet pour 
systeme minimal de generateurs les classes modulo Ae, de e, ,..., e,-, . 11 
est done, par hypothese de recurrence, de la forme Ui 9 ..* @ U,+i oti Ui 
est monogene. Si p est la surjection canonique de E sur F, soit Ti = p-l( UJ 
(i = l,..., n - 1). Le sous module Ae, de Ti est pur. 11 en resulte que Ti est 
engendre par deux elements, a savoir e, et un representant dans Ti d’un 
generateur de Ui qui est isomorphe a TJAe, . Done, Ti est somme directe 
de deux modules monogenes. 
Comme l’annulateur de e, est Cgal a l’annulateur de E, il est Cgal a celui de 
Ti . 11 resulte done de la proposition III.3 que Ae, est facteur direct dans 
Ti (i = l,..., n - 1). Le lemme 2 de (3) indique alors que Ae, est facteur 
direct dans E et que son supplementaire est la reunion des supplementaires 
de Ae, dans T, (i = l,..., n - 1). Ce supplementaire est Cvidemment F. 
On peut done donner a la proposition IV.2 la forme suivante. 
TH~OR&ME. Soit A un anneau local commutatif. 
Les assertions suivantes sont &uivalentes: 
i) Tout A-module de type fini est somme directe de modules monoghes. 
ii) L’anneau A satisfait aux deux conditions ii,) et ii,): 
ii,) A est arithme’fique. 
ii,) Pour tout id&al a de A, tout systkme de congruences 
zxi = yi modulo a (iE1) 
ou xi et yi sont des Gments de l’idkal maximal m de A, qui admet une solution 
par parties jkies, admet une solution. 
(La phrase admet une solution par parties finies signifiant que, pour toute 
partie finie J de 1, le systeme de congruences zxi ZE yi modulo a (i E /) 
admet une solution.) 
Ce resultat appelle quelques commentaires. On peut remarquer d’abord 
que l’on peut enoncer la condition ii,) sous la forme 
ii,‘) Pour tout idial non premier a de A, tout systkme de congruences 
zxi I yi modulo a G E 0 
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021 xi et yt sent des e’lbments de l’idbal maximal m de A, qui admet une solution 
par parties$nies, admet une solution. 
En effet, si l’idCa1 a est premier, on obtient, dans l’anneau intkgre A/a, 
le systkme d’kquations 
,cfiTi FE pi (iEI) 
oh & et ri dkignent les classes de xi et yi modulo a. 
L’existence d’une solution par parties finies implique Cvidemment le fait 
que 1’Clkment ri/$ du corps des fractions de A/a est indkpendant de i. 11 
en rCsulte l’existence d’une solution du sysdme. 
11 est d’autre part possible de remplacer la condition ii,) par la condition 
iii) Pour tout idkal (non premier) a de A, tout systkme de congruences 
z = zi modulo (a : xi) (iE1) 
ou xi est un e’ltfment de m et xi un e’lkment de A, qui admet une solution par 
parties Jinies admet une solution. 
En effet, l’existence d’une solution par parties finies implique l’existence 
d’un ClCment zi de A tel que zixi E yi modulo a (i ~1) et on en dCduit 
le systkme de congruences Cquivalent 
zxi = zix( modulo a 
ou encore le systkme de congruences 
x&z - zi) = 0 modulo a 
soit enfin le sysdme de congruences 
z = xi modulo (a : xi) 
(iEZ) 
(iEI) 
(iEI) 
Dans le cas oh l’anneau A est intigre, et done un anneau de valuation, on 
peut Cgalement Ccrire le systhme de congruences 
sous la forme 
xiz = yi modulo a (iEI) 
z E (yi/xi) modulo (a/xi) (iEI) 
oti on a suppost que xi est non nul, ce qui est toujours licite. Comme on peut 
se limiter au cas oti l’idCa1 a est non nul, et comme I’idCal fractionnaire 
a/xi contient a, on voit sous cette forme qu’un anneau de valuation presque 
maximal satisfait a la condition ii). 
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La validite de la reciproque, c’est-a-dire le fait qu’un anneau de valuation 
qui satisfait a la condition ii) est presque maximal resulte de (5). 
I1 nous parait, d’autre part, vraisemblable qu’il existe des anneaux Iocaux 
commutatifs satisfaisant a la condition ii) mais non quotients d’anneaux de 
valuation presque maximaux. Nous n’en avons toutefois aucun exemple. 
Signalons pour finir qu’il est possible d’ameliorer le theoreme II.2 en 
utilisant les techniques de Warfield [7] et d e p rouver qu’un module de prben- 
tation jinie SW un anneau arithme’tique (non necessairement indgre) est un 
facteur direct d’une somme directe de modules monog&es (de presentation finie). 
En effet, il suffit de transcrire la deuxieme partie de la preuve de son 
theoreme 1 qui utilise la proposition 4 qui ne necessite aucune hypothbe 
d’integrite. Ceci est possible grace a la proposition II.2 ci dessus. 
La validite de cette proposition II.2 dans le cas d’un anneau de valuation 
avait deja Cte remarquee par Chadeyras (Comptes Rendus Hebdomadaires 
de I’AcadCmie des Sciences; 1960). 
Note added in proof. M. Gill a obtenu independamment une solution du problkme 
par utilisation des mtthodes de Maths (5). Warfield a donne tgalement une preuve 
de notre proposition II.2 (Proc. Amer. Math. Sot. 25 (1970), 167-172), ainsi qu’un 
rtsultat plus fin que notre theortme 11.2. 
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